Séries de Fourier

Pelo método de separacido de variaveis, as solucoes de
( Ou 0%u

—_— = 0 —

ot Ox?

u(z,0) = f(z) 0<x<L
\u(O,t) =To(t), u(L,t)="Tg(t) t>0

obtidas por “combinac3o linear infinita” de solucdes
linearmente independentes da forma X (x)T'(t) sdo da forma

22

u(z,t) = Z C,, sen (n_7£x> e !
n=1

Para acertar a condigdo inicial u(x,0) = f(x) pde-se a
questdo de como representar uma fungdo f : [0, L] - R

“arbitraria’ como uma série de senos
(0. @)

flz) = Cpsen (n—zw) 2777

n=1
ou mais geralmente uma funcdo f : R — R como uma série
de senos e cosenos

f(x) = % + Zan cos (n_zaj) + b, sen (n_zx)

n=1



Relacoes de Ortogonalidade
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Coeficientes de Fourier de uma funcao f
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Definiciao: Diz-se que uma funcao Lebesgue mensuravel
f:|—=L,L] — R, C esta no espaco LP(|—L, L]), para algum

1 <p<oo, se
L
/ | f(x)|Pdr < 0.
)

Nestes espacos, a quantidade

1= ( [ If(w)pdaf);,

define uma norma, com a qual a distancia d(f,g) = ||f — ¢||
faz de LP um espaco métrico completo. Chama-se espaco de
Banach a um espaco vectorial com norma que, com esta
distancia, é um espaco métrico completo: os espacos de
Lebesgue LP s3o espacos de Banach.

Os coeficientes de Fourier estdo bem definidos desde que
f € LY([~L, L]) porque
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Definicio: Dada uma funcdo f € L'([—L, L]) designa-se por
série de Fourier de f a série trigonométrica

[~ —+Zancos (nzx) + b, sen (n—zx),

com
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Teorema (Riesz-Fischer): Dada uma funcio f € L*([—L, L])
a sua série de Fourier converge na norma L*([—L, L]), isto é
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Teorema (Fourier/Dirichlet): Dada uma fung¢do f periddica,

de periodo 2L, seccionalmente C'! em |—L, L], a sua série de
Fourier converge em cada ponto x € R para a média dos
limites laterais, ou seja
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Teorema (Lennart Carleson, 1966): Dada uma fun¢do

f € L*([-L, L]), em particular uma fun¢do continua, a sua
série de Fourier converge pontualmente quase em toda a parte.
Ou seja, exceptuando um conjunto de medida nula de
Lebesgue de pontos em [—L, L],




